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 اي هاي رتبه هاي اطمينان براي داده دايره
 )١(داود شاهسوني

 
 چكيده 

براي طرح بلوك آامل تصـادفي و طـــرح بلـوآي نـاقص             
اي باشــند،  هــا رتبــه متعــادل در شــرايطي آــه داده

 فرضيه عدم تفاوت بين     )٣( و فريــدمن  )٢(دوربينآزمونهاي  
شـرايط درايـن      بـا ايـن   . آنند ميتيمـارها را آزمون    

و آثـار درجـه     ) ميانگين(مقاله آثاري چون آثار خطي      
طـور همزمان براي       اين دو اثـر به   . شوند دوّم تعريف مي  

ها،  اگر بلوك . روند هاي اطمينان به آارمي    ايجاد دايره 
هــايي باشــند آــه بــه  آننــده در واقـــع همـــان مصــرف

 آثـار درجـه دوم      دهند، تفاوت در    ها رتبه مي    فرآورده
هـا،    ه  تواند نشان دهنده اين باشد آه مصـرف آننـد           مي

قائل هستند و بايـد ايـن        ها    تفاوتي بين اين فرآورده   
قــــرار         ها مورد توجـه    موضـــوع در فروش فرآورده   

ضمناً تفاوت در آثار خطـي بـه معنـاي متفـاوت            . گيرد
 .ها است اي فرآورده بودن ميانگين رتبه

  مقدمه
  ها به منظــور مقايسة آنها، عملـي        رتبه به فرآورده   دادن

عموماً روشـــهاي آمــــاري  ايـن        . متداول و معمول است   
ها را به منظور تحقيق در مورد اينكـه آيا تفاوت بين            رتبه

ها ناشي از عوامـــل تصادفي است يـا خـير، مـورد             فرآورده
 . دهند استفاده قرار مي

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 عضو هيئت علمي گروه رياضي دانشگاه شاهرود )١
٢ (Durbin ( 1951))     ناپـارامتري    يـا آمـار  ١رجوع شود به ضـميمه

 )پرست آاربردي تاليف آنوورترجمه سيدمقتدي هاشمي
٣ ( Friedman)  يا آمار ناپارامتري ١رجوع شود به ضميمه 

 )آاربردي
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 روشـي را    )١(اندرسـن دهد آـه،          مروري تاريخي نشان مي   
هـاي داده     فرآورده بر اساس رتبه    tپيشنهاد نمود آه درآن،   

روش مـذآور   . شـدند  آننده، مقايسه مـي     مصرف nشده از سوي    
آلاسيك پيرسون، آـي دو، در جـدول        دقيقاً وابسته به آزمون     

tt آزمون مقايسه فراوانيهاي نظري و مشاهده شـده        ( است   ×
∑∑) آمارهبا

−

i j
E

EO

ij

ijij )(
وي پيشنهاد آرد آه اين آمـارة  .  

اطلاعـات بيشـتري     شود تا  تواند به عواملي تجزيه     مي آزمون
شـرح مختصـر ايـن      . (ها بدست آيد   راجع به مقايسة فرآورده   

 .) ملاحظه فرمائيد٢آماره را در ضميمه 
اي بـراي مقايسـة ميـانگين         بيان آردآه چنين تجزيه    )٢(بِست

يمارها در انطبــاق با آزمون فريدمن است و عـلاوه بـر            ت
آن آماره جديدي براي مقايسة آثار پراآندگيهـا يا آثار         

 .دهد درجة دوّم را نتيجه مي
نظرية توزيع مجانبي براي آماره اَندرسن را مورد        ،  )٣ (اسكج

بحث قرار داد و آن را به طرحهـاي بلـوآي نـاقص متعـادل               
 تجزيــه پيشــنهادي بِســت بــه درايــن مقالــه. تعمــيم داد

 ها  بندي فرآورده منظورمقايسه و گـــروه
 مورد بحث قـرار گرفتـه       هاي اطمينان  دايرهاز طريق ارائه    

 .است
 

 تعاريف 
 فـرآورده،   t مصـرف آننـده بـه هـر يـك از             nفرض آنيـد  

يعــني تعـــداد . دهنــد  مــيk،…، ١،٢هــاي متمــايز  رتبــه
در ايـن صــورت  . شـود   فـرض مـي  kهـا برابـر بـا    رتبــــه 

ktNماتريس ),(، درايـه  ijNآنـيم آـه        را چنان تعيين مي    × ji 
هــايي باشــد آــــه بــه  مــاتريس، تعــداد مصــــرف آننــده

واضـح اسـت آـه    . انـد    را نسـبت داده  j رتبـه  iهفرآورد
tkاگر   خواهند بود وt تا١ها از   آنگاه رتبه=
 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
١( Anderson(1959) 
٢( Best(1993) 
٣( Schach (1979) 
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tk اگر تر از تعـداد    هـا بيش ـ     يعني اگر تعـداد فـرآورده      >
آنـيم آـه    اي انتخاب مـي   را به گونهnها باشد ، عدد  رتبه

 rهـرفرآورده بتواند به تعداد مســــاوي و برابـر بـا            
( دفعه رتبه دريافت آند 

t
nkr  آه) =

 :در اين وضعيت داريم
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ــل     در ــاوتي را قاي ــا تف ــرآورده ه ــين ف ــه ب ــورتي آ  ص

انتظار داريم     ) فرضيه صفر (نباشيم
k
rNij اسـكچ نشـان     . =

21، آمـــارة   οHداد آه بافرض صحت   
pX

t
tA







 −

=
طـور    بـه  )(

 دو آي مجانبي داراي توزيع
)1)(1( با   −− tk   2 آه    درجه آزادي است

pX  ة معروف    همان آمار
 tهاي  پيرسون آي دو جهت آزمون يكنـواخت بودن توزيع رتبـه        

tkاگـر( ،    باشد  فـرآورده مي   آنگاه با آمـاره اندرسـن       =
2اآنــون ). مــواجهيم

pXشــتر  را بــه منظــور انعكــــاس بي
. آنـيم   مقايسه فرآوردها، به اجـزاء آـوچكتري تقسـيم مـي          

kj ورتبه هاي k<2براي  :آنيم   تعريف مي=21,,...,
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با فرض
t

nkr )(آه  ، از اين= jg1 بر حســـب j خطي اســت 

، را به iM امين فرآورده،iهاي   رتبه)١(اثر خطيلذا  
 :آنيم صورت زيرتعريف مي

   

∑
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j
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)( و به طور مشابه چون  jg2  عبارتي درجه دو برحسبj است 

 امين فرآورده توسط رابطة iبـــراي)٢( اثر درجة دوّملذا  
 :شود زير تعريف مي
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 :توان نشان داد آه مي
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2  جملاتي با مراتب بالاتر

هـا هسـتند امـا         ها آثار درجه دوم رتبه     iVتوجه آنيد آه  
 . توانند منفــي نيز باشند واريانس نيستنــد و مي

 هسـتند لـذا در      Κk,,,12ها اعـداد صـحيح       از آنجا آه رتبه   
هـا،   رتبـه  ها نباشد توزيع    شرايطي آه تفاوتي بين فرآورده    

يكنواخت بـا ميـانگين      
2

1+k     و واريـانس 
12

12 −k  بـا  .  اسـت

 دربردارنـده اخـتلاف بـين       iMبينيم آه   نگاهي به تعريف مي   
ام و مقـدار مـورد       iهـاي فـرآورده    اي رتبـه   ميانگين نمونـه  

بـه  . هاسـت  انتظار  آن بافرض يكنواخت بودن توزيع رتبـه        
هـاي   اي رتبـه  واريانس نمونه  نيز تفاوت بين iV طور مشابه،

 ام و مقدار مورد انتظار واريـانس البتـه بـا            iفرآورده
 مقادير ثابت . باشد ها مي فرض يكنواخت بودن توزيع رتبه

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
١(    Linear effect  
٢(  Quadratic effect 
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),()(اند آه     طوري انتخاب شده   12 jgjg  تعيين توزيع     به منظور 
iMو توزيــع iV  بتواننــد بــه صــورت نرمــال اســتاندارد 
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هـا را برطبـق      هـا، فـرآورده   imيعنيiMمقادير متغير تصادفي  
هـا آه مقادير متغير        iv.سازند اي آنها مجزا مي    ميانگين رتبه 

مي باشند، اگر منفي بوده و از لحاظ قـدر مطلـق            iVتصادفي  
اي   نمونـه بندي    آوچك باشند مبيـن اين مطلب هستند آه رتبه       

به صورت فشرده در اطراف فرآورده رتبه ميانـي انجام شده          
 ها مثبت و بـزرگ باشند معنايش اين است آه يـا            ivو اگر 

ها در يكـي از دو حــد ابتـدا و انتـها قـرار                اين رتبه 
دارند و يا به صـورت دو دسـته بطـور فشـرده در اطـراف                

ها حـول       اگر رتبه .اند  ه گرد آمده  ترين رتب   ترين و پايين    بالا
يـك مقدار معين واقـع باشند نشان دهنـده ايـن اسـت آـه              
افراد در مورد رتبه آن آالا نظر يكساني دارند و اگر به            
صورت دو دسته انبوه حول دو مقـدار باشـند، بايـد جهـت              

 .بندي نمود ها را از لحاظ مرغوبيت تقسيم فروش، فرآورده
 

  دايره هاي اطمينان 
توان نشان داد آه اگر طرح بلـوآي تصـادفي شـده بكـار                مي

 :رود، آنگاه
FMMM t =+++ 22

2
2
1 Κ  

براي طرح بلـوآي نـاقص      . من است   اي فريد    آماره رتبه  Fآه
اي است   ، آماره   ها متعادل، مجموع مربعات آثار خطي فرآورده     
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. شـود   ناميـده مـي    دوربيناي   رة رتبه آه همان آما  Dبه نام   
آمـاره  )  رجوع شـود     ١براي شرح موارد مذآور به ضميمه       (

DFهاي   )1( به طور مجـانبي داراي توزيـع آـــي دوبـا           , −t 
درجه آزادي هستند و بنابر اين هـر دو آمــــاره بطـور             

)1(مجانبــي داراي ميانگين     −t  بـا اسـتفاده از     .  مي باشد
12خاصيت يكـا متعامدي بردارهاي      gg  i، مي توان براي هـر     ,

 ) را ببينيد٣ضميمه (نشان داد آه 
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هـا موجـود        به طور مجانبي در حالتي آه تفاوتي بين فـرآورده         
 :نيست داريم
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),(نتيجــه اينكــه، دايــره اطمينــان تقــريبي بــراي   ii VM 
قاط درصدي توزيع آي دوبادو درجـه آزادي        تواند توسط ن   مي

 بنـاميم، آنگـاه دايـره       cاگر نقطة درصدي را   . بيان شود 
),(اطمينان براي يـك مقـدار خـاص        ii VM  يعـني ),( ii vm   توسـط 

 :شود معادله زير داده مي
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تـوان    يـ، م ـ αح اطمينـان  ـ و سط ـ  t انتخاب    با ١در جدول   

  متناظر را بدست آورد تا بـر ايـن اسـاس شـعاع               cمقدار

 درصدي يعني  αدايره اطمينان 
t

tc 12 مفروضـات  .  محاسبه شود  −

جايگشـت  n=20اند آه تعداد      ت بدست آمده  بدين صور  ١جدول  
11سازي و مقادير      شبيهt,,Κ1به تصادف از اعداد      , mv  محاسبه 

بار انجام شده لذا با توده اي از        ١٠٠٠٠اين عمل   . اند  شده
),(نقاط vm رضً  تفـاوتي بـين      از آنجا آه تحت ف    . روبرو هستيم

)()( داريم   οHً  :ها موجود نيست        فرآورده 11 vEmE  لذا با   =
در نظر گرفتن دايـره اي بـه مرآـز مبـداً مختصـات وشـعاع                

t
tc 12 آه خارج از اين    ) نقطه ١٠٠٠٠از    (، درصـد نقاطي    −

)(دايره واقع و در رابطه      
t

tcvm 122
1

2
1

−
 بـه    آنـد   صدق مـي  +<

لازم به توضيح است آه بر اي ساير        .  محاسبه شده اند   pنام
 c نيز مي توان به همين صورت عمل نمـود و مقـادير            nمقادير

 .مورد نياز را به دست آورد
 
 
 
 

 ١٠٠٠٠از   )p(در صدي  - ١     جدول                  
),(سازي نقطة شبيه ii vm  

  واقع α      آه خارج از دايره اطمينان در سطح
 باشد مي

 
(%)p  c  t  (%)α  
٤ ٠٣٥/٣ ٩٦/٠ 1١ 
١ ٨ ٠٣٥/٣ ١٠/١ 
١ ١٢ ٠٣٥/٣ ٠٨/١ 
١٠ ٤ ١٤٦/٢ ٣٤/١٠ 
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١٠ ٨ ١٤٦/٢ ٥٥/٩ 
١٠ ١٢ ١٤٦/٢ ٤١/١٠ 
٥٠ ٤ ١٧٧/١ ٤٩/٥١ 
٥٠ ٨ ١٧٧/١ ٥٤/٥٠ 
٥٠ ١٢ ١٧٧/١ ٤٦/٥٠   

هايي   رتبه حاوي)٢(جدول: سيگارها بندي رتبه - ١  مثال  آاربردها
 .اند سيگارنسبت داده٨آننده به مصرف٢٠آه است

 سيگارها رتبه -٢جدول 
                  رتبه                            

 رتبه               

H GF EDCBA
مصرف 
آنند
 ه

HG FE D C B A
مصرف 
آنند
 ه

٤٥١٧٦١ ٣٨٢
١ 

 ٢١ ٥ ٨ ٦ ٤٣ ١٧ 

٦٤٢١٣١ ٧٨٥
٢ 

 ١٢ ٥ ٨ ٤ ٣٦ ٢٧ 

٥٦٧١٨١ ٢٤٣
٣ 

 ١٣ ٥ ٧ ٣ ٤٦ ٢٨ 

٤٢٦١٣١ ٧٨٥
٤ 

 ٤٤ ٢ ٥ ٦ ٧١ ٣٨ 

٢٤٦١٣١ ٧٨٥
٥ 

 ١٥ ٤ ٢ ٦ ٧٣ ٥٨ 

٥٢٦١٣١ ٧٨٤
٦ 

 ١٦ ٧ ٥ ٤ ٦٢ ٣٨ 

٧
٣

٦
٦

٣ 
٥ 

١
٤

٢
٨

٤
٢

٥
٧

٨
١

١
٧
١
٨ 

 ٨
٨

٧ 
٦ 

٥
٧

٦ 
٥ 

٣ 
٣ 

٢ 
٢ 

١ 
١ 

٤
٤

٧ 
٨ 

٤٥٢٨٣١ ١٦٧
٩ 

 ٣٩ ٢ ١ ٤ ٥٦ ٧٨ 

٤٥٢٦١٢ ٧٨٣
٠ 

 ٤١٠ ١ ٧ ٣ ٥٢ ٦٨ 

 
 را به صورت زير تشكيل N ها، ماتريس  بر اساس اين داده

 :   دهيم مي

)١( 
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































=

27110432
123401000
04173410
00535232
10435430
23321072
13141028
20104616

N  

 
352مثلاً     =N     به اين صورت محاسـبه شـده        ٢  براساس جدول ،

ــرف ــه مص ــه س ــه  آ ــده رتب ــه ٢آنن ـــوع  را ب ـــار ن سيگـ
),(وg، 2gمقــادير . انـــد ، نســبت دادهEپنجـــــم، vm ،

 بـــراي هشت نـــوع سيگــار 
AH ,,Κاند  به شرح زير محاسبه شده: 
 
 

iv  im )( jg2 )( jg1 ji, 
١-٥٢٧٥٢٥/١ ٥٢٧٥٢٥/١ -٣٧/٢ ٧٣/٠ 
٢-٠٩١٠٨٩/١ ٢١٨٢١٨/٠ -٧٣/١ ٨٣/١ 
٦٥٤٦٥٤/٠ -٤٦/٠ ٦٤/٠

- 
٣-٦٥٤٦٥٤/٠ 

٠٩١٠٨٩/١ -٤٦/٠ -٤٦/٢
- 

٤-٢١٨٢١٨/٠ 

٠٩١٠٨٩/١ -٠/١ -٠١/٢
- 

٥ ٢١٨٢١٨/٠ 

٦٥٤٦٥٤/٠ ٤٦/٠ -٧٤/٢
- 

٦ ٦٥٤٦٥٤/٠ 

٧ ٠٩١٠٨٩/١ ٢١٨٢١٨/٠ ٠٢/٥ ٢/٣ 
٨ ٥٢٧٥٢٥/١ ٥٢٧٥٢٥/١ ٥٥/٠ ٨٢/٠ 
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 ٣٢

∑توان ديد    به سادگي مي  
=

=
8

1
21

j
jgjg ο)()(     آه نتيجه متعامد ، 

ــردار ــودن دو ب 12ب gg ــت, ــك از زوج. اس ــر ي ــاي ه ),(ه vm ،
نان مربوط به يكي از سيگارهاست آه شعاع        مرآزدايره اطمي 

 اسـت   cوابسته به مقدار  ) ١(ها بر اساس رابطه       اين دايره 
 αسازي بر حسب       طي يك شبيه   cمقادير  ) ١(و بر اساس جدول     

 بـه ترتيـب نشـان    ( c )-١ تا ( a )ـ١اشكال . محاسبه شده اند
 ٥/٠،  ٢/٠،  ١/٠ مساوي با    αي اطمينان با  دهنده دايره ها  

 تـا حـدي     αانتخـاب . براي هشت نوع سـيگار مذآورهسـتند      
 دلخواه بوده

و در عــين حــال مبنــايي مناســب بــراي مقايســه نمودارهــا 
و بدين ترتيب سعي شده است آه تمايز بين سه گروه           . باشد  مي
}{},,,,{},,,{ GHCBAFED تمايز دو گروه آخربا در     . مشخص شود

نظر گرفتن محور آثار درجه دوم صـورت گرفتـه اسـت و ايـن               
امكان وجود نداردآه محورآثار خطي رابراي جدا سـازي بـه           

توان چـنين اسـتنباط آردآـه نظرعامـه مصـرف             مي. آار بريم 
چيز و غير    نا   Gآنندگان براين است آه رتبه سيـگار نوع        

DEFموثر بوده و سيگارهاي     به طـور متوسـط هـم رتبـه       ,,
ABCHبــر اســـاس موقعيــت . انــد  در ايــن نمودارهــا، ,,,

توان در مورد اين نـوع سـيگارها، علـي رغـم اينــكه                مي
 ( d   )-١شكل. تقـريباً هم رتبه هستند تفـاوتي را قائل شـد

 حـول مبدا مختصات را نشان      α= ٠٥/٠اطمينان    يـك دايـره   
اساساً يك تست دو بعدي معـني داري در ايـن حالـت             . دهد  مي

 :نشان دهنده اين است آه اگر تعريف آنيم
 

 0H:بين فرآور ده ها تفاوتي وجود ندارد 
 اين  در نمودار حاآي از ردGآنگاه موقعيت فرآورده 

 .باشد فرضيه مي
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 ٣٤

 
 ـ رتبه بندي مواد شوينده ٢مثال 

 مشتري بر اساس خاصيت     ٣٠هايي است آه     جدول زير حاوي رتبه   
انـد، در ايـن       ماده شوينده نسبت داده    ١٠نرم آنندگي به    

مسئله به دلائلي، هر مشتري فقط بـه چهـار مـاده شـوينده              
رتبه داده است طوري آه طرح بلـوك نـاقص متعـادل ايجـاد              

هـا بـه دفعـات        ملاحظه آنيد آه هر يـك از فـرآورده        . شود
 .شده است دفعه رتبه دار ١٢مساوي و برابر با 

 
 :رتبه مواد شوينده -٣ جدول            

 
 رتبه
 ها

فرآور
 ها ده

مشتر
 ي

فرآور ها رتبه
 ها ده

 مشتري

و٢و٤
٣و١  

A,B,C,D و٣و٤  ١٦
١و٢  

A,B,C,D ١ 

و٣و٤
١و٢  

A,B,E,F و٢و٤  ١٧
١و٣  

A,B,E,F ٢ 

و٣و١
٢و٤  

A,C,G,H و٢و١  ١٨
٣و٤  

A,C,G,H ٣ 

و١و٢
٣و٤  

A,D,I,J و١و٢  ١٩
٤و٣  

A,D,I,J ٤ 

و٢و٤
١و٣  

A,E,G,I و١و٤  ٢٠
٢و٣  

A,E,G,I ٥ 

و٢و١
٣و٤  

A,F,H,J و١و٢  ٢١
٣و٤  

A,F,H,J ٦ 

و٤و٢
١و٣  

B,C,F,I و٤و٣  ٢٢
٢و١  

B,C,F,I ٧ 
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 ٣٥

و٣و٢
١و٤  

B,D,G,J و٣و١  ٢٣
٢و٤  

B,D,G,J ٨ 

و٤و٣
١و٢  

B,E,H,J و٤و٢  ٢٤
١و٣  

B,E,H,J ٩ 

و٣و٢
١و٤  

B,G,H,I و٤و١  ٢٥
٣و٢  

B,G,H,I ١٠ 

و٢و٤
١و٣  

C,E,I,J و٣و٢  ٢٦
١و٤  

C,E,I,J ١١ 

و٤و٣
١و٢  

C,F,G,J و٤و٣  ٢٧
١و٢  

C,F,G,J ١٢ 

و٢و٤
١و٣  

C,D,E,H و٢و٤  ٢٨
١و٣  

C,D,E,H ١٣ 

و٣و١
٤و٢  

D,E,F,G و٣و١  ٢٩
٤و٢  

D,E,F,G ١٤ 

و٢و٣
٤و١  

D,F,H,I و٣و١  ٣٠
٤و٢  

D,F,H,I ١٥ 

 
 

 :يابيم  را به صورت زير ميNبر اين اساس ماتريس
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 ٣٦

=

1362
2334
5223
3333
6231
1560
9300
2217
0246
1524

N 

41030 بنابراين داريم  === ktn ;;                          
توجه آنيد آه مجموع عناصر هـر        (r=12گيريم آه     و نتيجه مي  

 30 ومجموع عناصر هر ستون آن برابـر         12سطر ماتريس برابر  
 )است

),(قادير م vm ماده شوينده عبارت است از١٠براي اين  
i  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

im  -0.9 -3 -2.1 4.5 0.3 2.1 0 0.9 -0.9 -0.9 

iv  -0.67 0 2.0
1 

2.01 -3.35 0.67 0 1.34 0 -2.01 

و دايره اطمينان مربوط ) ٢(ت اين نقاط در شكل به موقعي
 . توجه آنيدα=/050در اندازه

 
 

  

 ٢شكل

A
B

C

E

J

I

H
F

D

اثر 
خطي

ة 
رج
 د
ثر
ا
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 بنـدي    هاي اطمينان نمي توانندبه طـور واضـح گـروه           دايره
ــرآورده ــر  فـ ــتي اگـ ــد، حـ ــان دهنـ ــا را نشـ  ، α=/50هـ

 به ترتيب بالاترين و پايين ترين ميـانگين         ,BDهاي  فرآورده
 داراي آمتريـن اثـر      Eضـمناً فـرآورده     . اي رادارند  رتبه

AGIدرجه دوّم بوده و موقعيت     حاآي ازتشابه خيلـي زيـاد      ,,
 تقريباً خـارج از دايـره       Cفرآورده  . ها است  اين فرآورده 

ت و نقش آن حاآي از رد فرضـية عـدم تفـاوت بـين               واقع اس 
 .  باشد ها مي فرآورده

 
 هاي يكسان رتبه

همرتبه ( اگر رتبه خاصي به بيش از يك فرآورده داده شود           
آنگاه به هر يك از اين مقادير،متوسط       ) وجود داشته باشد  

هايي را آه درصورت برابرنبودن به آنهـا نسـبت داده             رتبه
 نـام   ميان رتبه اين روش رتبه دهي،     . مدهي  شد، تخصيص مي    مي

   به ترتيب به   ٢،٢،١،٢هاي    به عنوان مثال اگر رتبه    . دارد
DCBAهاي    فـراورده  نسبت داده شود آنگاه رتبـه هـاي         ,,,

  زيـرا اگـر فـرم        ٣،٣،١،٣جديد به ترتيـب عبارتنـد از        
 ٤،٣،١،٢برابر نبودن آنها را در نظـر بگـيريم، بـه صـورت              

ويا . ٣ برابر است با     ٤ و ٢،٣هد بود و ميانگين اعداد      خوا
 نسبت داده شود آنگـاه بـا اعمـال          ٤،١،٤،٣هاي    اگر رتبه 

 .شوند  تبديل مي٢ ،٥/٣، ١ ،٥/٣روش ميان رتبه، آنها به  
را تعيين نمـود امـا      Nتوان ماتريس        همانند قبل نيز مي   

هـا بـا      مـوع عناصـر سـتون     بر خلاف قبل در اين وضـعيت، مج       
ها   مشكل ناشي از يكسان بــودن رتبه     . يكديگر مساوي نيست  
21 آن است آه آمـاره Xt

t )( دو نيسـت   براي توزيع مجـانبي آـي   −
تـوان      اما مـي  ).  رجوع آنيد  ٧براي توضيح بيشتر به مرجع      (

)(هـا، مقـادير   جهت آزمون فرضيه عدم تفاوت بين رتبه   , ii vm 
}فرض آنيد . را باتغييرات زير بدست آورد     }jxهـا    ميان رتبه

}و }jpها به صورت زير تعريف شوند : 

∑∑++=
i j

ijjtj nnnjp /)...( 1
 

 :آنيم آنگاه تعريف مي
)()( 11 SxBjg j −= 

{ }21
2

2 SxBYgxCxg jjj −−= )()( 
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 ٣٨

 آه در آن
∑=

j
j

t
jt pxS 

502
12

/)( −−= SSB  
213 SSSY −=  

50222
24

/)( −
− −= YBSSC  
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 ٤٠

 ١ضميمه
 

 طرح بلوك آامل تصادفي
 واحد آزمايشي در درون هر بلوك به        kدر اين طرح آزمايش،   

شوند بـه طـوري        تيمار مورد برسي جور مي     kطور تصادفي با    
تنها و تنها يك بـار بـه        آه هر تيمار در درون هر بلوك        

 . رود آار مي
اما گـاهي  غير عملي و حتي غير ممكن است آه تمام تيمــارها             

 را براي هر بلوك به آار بـــريم به ويژه
هـاي آزمايشـي      وقتي تعداد تيمارها زياد و تعـــداد واحد      

 اين گونه طرح آزمايش آه. ها محدود است بلوك
لـوك بـه آـار نـرود        در آن همـه تيمارها در مـورد هـر ب         

 . شود طرحهاي بلوك ناقص ناميده مي
 
 طرح بلوك ناقص متعادل 

 :در طرح بلوك ناقص، اگر طرح طوري متعادل شود آه
 هر تيمـار در     -٢.  واحد آزمايش باشد   k هر بلوك شامل     -١
r ــود ــاهر ش ــوك ظ ــا   -٣.  بل ــه ب ــار در مقايس ــر تيم  ه

 -٤ .تيمـــارهاي ديگـر به دفعات مســاوي بـه آـار رود          
هـــرتيمار در داخل  بلـوك حداآثـــر يـك بــار بكـار            

 . رود، آنگاه طرح را بلوك ناقص متعادل گويند
 

  و فريدمن دوربينآزمون 
 اي براي فرضيه    آزموني رتبه(Durbin 1951) دوربين

:0H  عدم تفاوت بين تيمارها در طرح بلوك ناقص متعادل
تي تعداد تيمارها برابر تعداد وق. را عرضـه نمود 

واحـــدها ي مورد آزمايش درداخل هر بلوك باشند اين 
 . شود آزمون به آزمون فريد من تبديل مي

 فرض آنيد 
t  =شوند   تعدا د تيمارهائي آه آزمايش مي 
k =  تعداد واحدهاي آزمايش در هر بلوك 
b= ها  تعداد آل بلوك 
r = شود  هر ميتعداد دفعاتي آه هر تيمار ظاr<b 

 به صورت   دوربينآماره آزمون توزيع     – دوربينآماره آزمون   
 شود زير تعريف مي
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 امين i مقدار مشاهده تحت تا ثير rي منسوب به  ها مجموع رتبه
 iR=تيمار 

فرض صفر را در سطح معني دار بودن تقـريبي           – قاعده تصميم 
αرد مي آنيم  

)(، از چندك    دوربين، آماره آزمون    Dاگر، α−   متغير تصادفي 
)(آي دو با  −tدرجه آزادي بيشتر باشد . 

                     رابطه                     اثبات
DM

t

i
i =∑

=1

2 

∑ با فرض 
=

−
=

K

J
iji jgN

rt
tM

1
1

1 )(                         

                    





 +

−
−

=
2

1
1

12
21

kj
k

jg )( : داريم   ,  
2

1
111

2 1














 −

= ∑∑∑
===

)( jgN
rt

tM
k

j
ij

t

i

t

i
i

∑ ∑
= =















 +

−
−







 −

=
t

i

k

j
ij

kj
k

N
rt

t
1

2

2
1 2

1
1

121 .  

                                           ∑ ∑∑
= ==








 +
−

−
−

=
t

i

k

j
ij

k

j
ij NkjN

krt
t

1

2

11
2 2

1
1

112
)(

)(  

چون                                            







=∑
= r

b
N

k

j
ij

1
   و
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آامل  درطرح بلوك 
تصادفي

در طرح بلوك ناقص



هاي رتبه اي                                  هاي اطمينان براي داده دايره
 ٥٤-گزيده مطالب آماري 

 ٤٢

) اند   دادهنسبت iهايي آه افراد به فرآورده  مجموع رتبه( 
                    =       

                                                                          iR=    

 :بنابر اين 

DkrR
krt
tM

t

i
j

t

i
i =






 +

−
−
−

= ∑∑
== 1

2

2
1

2

2
1

1
112

)(
)(

 

 و فريد من تشابه زيـادي       دوربينموضوع نظريه آزمـــونهاي    
 فـرض    تحت اين  دوربيندارند، توزيع دقيق آمـــاره آزمـون      

 رتبـه در    kبه دست آمده است آه تمام آرايشهاي حاصـل از           
درون هر بلوك به دليل عدم تفاوت بين تيمارهـا  متسـاوي             

 k تـا    ١الاحتمال است چون هريك ازرتبه ها عددي صحيح بين          
هــا يكنواخــت بــا ميــانگين  اســت، توزيــع  رتبــه

2
1+k و  

واريانس 
12

12 −kاست . 
اگـر  .   پيدا آردن توزيع دقيق در اغلب حالات عملي نيست        

 بزرگ باشد مجمـوع رتبـه   r تعداد تكرارهاي هر تيمار يعني 
، بنـابر قضـيه حـدمرآزي    iRامـين تيمـار،    هاي تحت اثـر  

 تقريباً داراي توزيع نرمال است پس متغير تصادفي 

)(
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بـا فـرض    . يباً داراي توزيع نرمـال اسـتاندارد اسـت        تقر

  ها، آماره iRمستقل بودن 
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 متغير تصادفي مستقل آي دو تلقي tتوان به صورت مجموع را مي
 t    دو باتواند تقريباً آي  مي′Dدرنتيجه تــوزيع. آرد

چون مجموع .  ها مستقل نيستندiRاما. درجه آزادي باشد
 انها ثابت است 
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)(بنا بر اين معلوم بودن       1−t    تا از iR     ها، ما را قادر 
) ١٩٥١ (دوربين.  بعدي را  مشخص آنيم     iRسازد آه مقدار      مي

 در ′Dدهد آه حاصلضرب      نشان مي 
t

t مـاره اي    منـتج بـه آ     −1
)(شود آه تقريباً آي دو با           مي −t      درجه آزادي، به صـورت 

 :زير است
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 :اگر تعريف آنيم
 ام  بـه     j)بلـوك   (رتبه اختصاص داده شـده توسـط فـرد          

 ijR=ام i)تيمار (فرآورده 
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 . استدوربينآه همان آماره 
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 ٢ضميمه 
 آماره آزمون اندرسن

 tــور مسـتقل از ديگـري بـه    ط آننده به  مصرف nفرض آنيد
ها متمـايز هستند و هـر مصـرف          رتبه. دهند  فرآورده رتبه   

.  رتبه دهد  t! فرآورده، به تعداد   rتواند به اين    آننده مي 
ظـر بگـيريم     درن ٣و١،٢هـا را    ورتبهr=3به عنوان مثال اگر   (

تـوان يكـي از انـواع         آنگاه به فرآورده اول تا سوم مـي       
 را   ٢،١،   ٣– ٢ ،١،   ٣ – ٢،٣،١ – ٢،١،٣ – - ١،٣،٢-١،٢،٣

بـه  ).  هسـتند  ٣و١،٢هاي اعـداد      نسبت داد آه همان جايگشت    
هــا را  آننــده بايــد همــة فــرآورده عبــارت ديگــر هرمصــرف

. هـــا را اختصـــاص دهـــد درنظرگرفتـــه و آليـــه رتبـــه
tjبراي ,...,,21=، 2

jQشود  به صورت زير تعريف مي     . 
∑ −=

i
ijn

r
j rnnQ 22 )( 

 i توسـط مصـرف آننـده      j تعداد دفعاتي است آه رتبه     ijnآه
nnnشده است و    

t

i
ij

t

j
ij == ∑∑

== 11

آننـدگان    فرض آه مصـرف   تحت اين   .

 ها قائـل  در جامعــه، تفاوتي بين فرآورده
 

2نيستند،
jQ     2 داراي توزيـع مجـانبي

1−rχ  آمـاره آزمـون    .  اسـت
 :اندرسن عبارت است از

∑
=

=
r

j
jQQ

1

22 

 
2آه به دليل مستقل نبودن

jQدو  يع آي ها داراي توز
)(با 1−ttدرجه آزادي نيست . 

21 اندرسن ثابت آرد آه  Qt
t− به طور مجانبي داراي توزيع 

)(21دو با درجه آزادي آي −rاست . 
پيشنهاي اندرسن همان مجموع مذآور      تجزيه   در واقع منظور از   

هـا    ع به مقايسه فرآورده   است تا بتوان اطلاعات بيشتري راج     
 .بدست آورد
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 و اينكه طرح مورد نظر ١با توجه به معلومات ضميمه (
    =ο )بلوك ناآامل متعادل است
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