
  مطالب آماری ی گزیده فصلنامه  
 1-13، صص 1384، تابستان 2ی  شماره، 16 سال  

 .ای؛ چارچوب فهرستی حیه چندچارچوبی؛ چارچوب نایا  نمونهیها یریآمارگ: کلیدیگان  واژ

  گربراوردمعرفی چند 
  ای چندچارچوبی های نمونه در آمارگیری

  هبرر ماریا

  مرکز آمار ایران

ی مجمــوع یــک صــفت در   بــرای آمــارهگــربراورددر ایــن مقالــه چنــدین  .چکیــده
نتـایج حاصـل از حالـت       . اند  های مبتنی بر دو چارچوب، معرفی و مقایسه شده          آمارگیری

  .ارچوبی استچندچحالت به قابل تعمیم  ،دوچارچوبی

  مقدمه -1
ترین ارکان اجرای یک طـرح        چارچوب آماری یا فهرست واحدهای آمارگیری، یکی از مهم        

در صورت وجود مشکلاتی نظیر عـدم پوشـش کامـل واحـدهای         . است ای  آمارگیری نمونه 
پارامترها افـزایش پیـدا      براورد وجود واحدهای آمارگیری تکراری، خطای        و  آماری ی جامعه
استفاده از دو یا چند چارچوب آمـاری        ،  یهای مقابله با خطاهای چارچوب      کی از راه  ی. کند  می

ی هستند که اسـتفاده از دو یـا چنـد چـارچوب             های   حالت ی  جملهموارد زیر از    . مناسب است 
  :شود ها توصیه می آماری در آن

 مورد مطالعـه    ی  واحدهای جامعه  تمامیگاهی ممکن است یک چارچوب آماری،        •
یابی به پوشش کامل، بـا تلفیقـی از دو یـا چنـد               هد، اما امکان دست   را پوشش ند  
 ـ   توان بـه    در چنین حالتی می   . کامل، وجود داشته باشد    چارچوب غیر  مین أمنظـور ت
 .ردکطور همزمان از چند چارچوب استفاده   به،پوشش کامل
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، امـا  نـد کگاهی نیز ممکن است یک چارچوب آماری، پوشش مناسـب را فـراهم            •
 آمـارگیری از آن، نـسبت بـه         ی قص دیگری موجود باشد کـه هزینـه       چارچوب نا 

 نمونه  ی اندازهای ثابت،     توان با هزینه    بدین ترتیب می  . متر باشد چارچوب کامل، ک  
 .را افزایش داد

  در، مورد مطالعـه ی تغییرپذیری بسیار زیاد صفت یا صفات مورد بررسی در جامعه      •
 منجـر بـه چـولگی شـدید         ،اده نـشود  بندی اسـتف    گیری طبقه   که از نمونه    صورتی

چه بتوان فهرستی از واحدهای آمارگیری با صـفت یـا صـفات               لذا چنان  .دگرد می
  و فهرسـتی (area frame) ای د، با تلفیق دو چارچوب ناحیه  رکمورد نظر را تهیه     

(list frame)را بالاتر بردگربراوردتوان کارایی   می . 
  و منبعـی   نندک یمتغییر  سرعت    به ،زمانهای فهرستی با گذشت       معمولاً چارچوب  •

ای از    هـای ناحیـه      امـا چـارچوب    ،شـوند   گیری مـی    نمونه برای بروز خطاهای غیر   
 لذا با تلفیق یک چارچوب فهرستی و یک چارچوب          .ی برخوردارند تر  بیشپایداری  

 .توان از مزایای هر دو بهره برد ای می ناحیه

ای و فهرسـتی       دو چـارچوب ناحیـه     1949ین بـار، در سـال       اولّگفت برای   شاید بتوان   
فروشی، توسط دفتر سرشـماری آمریکـا مـورد          های خرده   همزمان در آمارگیری از فروشگاه    

 بهبود یافت و به     ]3[  از این روش توسط هارتلی       فاده است  ی بعدها نحوه . استفاده قرار گرفت  
گذار آن بود، توجه خاصـی مبـذول    وی بنیان خود  ساساً  روش خاصی که ا     پارامترها به  براورد
  .شد

هـا را فهرسـت       هـای دوچـارچوبی، کـه یکـی از چـارچوب            اخیراً استفاده از آمـارگیری    
دهـد، در برخـی       ای تـشکیل مـی       تلفن خانوارها و دیگری را یک چارچوب ناحیـه         ی شماره

چارچوبی، جایگاه خاصـی    های دو   علاوه، استفاده از آمارگیری     به. کشورها مرسوم شده است   
و  خواربـار    سـازمان دست آورده و اخیـراً        های آمارگیری کشاورزی به     را در بسیاری از طرح    

های آمارگیری کـشاورزی توصـیه         استفاده از آن را در طرح      ]1[ ) فائو ( ملل متحد  یشاورزک
  .کرده است

 ه بـرای مجمـوع صـفت پرداخت ـ   گـر براوردد  چن ـی در این مقاله به معرفـی و مقایـسه      
یش از  پشود، ولی     گرها دو حالت مختلف در نظر گرفته می       براوردبرای معرفی این    . شود  می
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  .شود داده میتوضیح ی و نمادهای مورد استفاده آن، اصول کلّ

  ی و نمادهااصول کلّ -2
ه در ایـن مقالـه      غ از در نظر گرفتن حالتی خاص، اصول و نمادهـای مـورد اسـتفاد              رابتدا فا 

ای    را در نظـر بگیریـد کـه از هـر یـک، نمونـه               B و Aدو چـارچوب    . شود  توضیح داده می  
  :گیریم  زیر را در نظر مییها برای این دو چارچوب، فرض. استخراج شده است

 ـ         مک دست مورد مطالعه،    ی هر واحد آماری جامعه    • ق  بـه یکـی از دو چـارچوب تعلّ
 ؛دارد

 .ق هر واحد نمونه به یک چارچوب وجود داردم تعلّق یا عدامکان تعیین تعلّ •

: توان واحدهای نمونه را به سه حوزه تقـسیم کـرد            با در نظر گرفتن دو فرض فوق می       
 کـه شـامل     b ی ، حـوزه  B اسـت و نـه     Aکه شامل واحدهای آماری چـارچوب        a ی حوزه

 کـه شـامل واحـدهای       ab ی  و حـوزه   ،A اسـت و نـه     Bواحدهای واحد آماری چـارچوب      
 مقاله در این    شده  نمادهای به کار گرفته    1جدول  .  است B و Aمشترک در هر دو چارچوب      

abn و   ′abn که در آن،     د،ده  را نشان می   دهند کـه هـر       هایی را نشان می      زیرنمونه ی  اندازه ′′
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 های آمارگیری دوچارچوبیشده برای طرح نمادهای به کار گرفته–1شکل
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 مـشترک   ی  کـه درون حـوزه     Bو چارچوب    A  حاصل از چارچوب   ی  نمونه ترتیب در   یک به 
ab   ها با     میانگین متناظر با این زیرنمونه    . گیرند   هستند، قرار میaby′   و aby  نمـایش داده    ′′
  .ایش دادنمنیز  1شکل صورت  توان به  را می1نمادهای جدول  .شود می

در . گیــریم در نظــر مــی B و A تغییــر متغیــر زیــر را بــرای هــر یــک از دو چــارچوب
  ،Aچارچوب

  
  ،Bو در چارچوب

  
p   وq     که   طوری  دو عدد ثابت هستند به=+ qp.      با تغییر متغیر فوق، دو چارچوب  A و 
B   های    جدا از هم، هر یک با اندازه       ی  به دو طبقهAN   و BN  و بـه ایـن      دنشـو    تبدیل می

)ها  iy مجموع   ،ترتیب )Y  ای با تعداد      در جامعهabba NNNN ، برابر اسـت بـا      =++
)ها iuمجموع  )Uبا تعداد ای  در جامعه abba NNNN   ، یعنی؛∗=++
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  باشدa ی  متعلقّ به حوزه،امین واحد iاگر 
  باشدab ی  متعلقّ به حوزه،امین واحد iاگر 

   باشدb ی ق به حوزه متعلّ،امین واحد iاگر 
  باشدab ی  متعلقّ به حوزه،امین واحد iاگر 
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  های آمارگیری دوچارچوبیشده برای طرح نمادهای به کار گرفته–1جدول
 حوزه   چارچوب

 
A B a b ab 

  جامعهی اندازه
AN  BN  aN  bN  abN  

  نمونهی اندازه
An  Bn  an  bn  abn′ و abn ′′ 

 مجموع در جامعه
AY  BY  aY  bY  abY  

 مجموع در نمونه
Ay  By  aN  by  aby′ و aby ′′ 

 همیانگین جامع
AY  BY  aY  bY  abY  

 میانگین نمونه
Ay  By  ay  by  aby′ و aby ′′ 

 گیری هر واحد آماری  نمونهی هزینه
AC  BC     
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  .UYqYpYYYYYY bababababa =+++=++=  )1(  
و سـپس   کـرد    ابتکار جالبی بود کـه ابتـدا هـارتلی آن را ارائـه               ،استفاده از تغییر متغیر فوق    

 دو  ، مجمـوع  بـراورد ه قبلاً اشاره شد، برای      ک چنان.  مورد استفاده قرار گرفت    رانگیدتوسط  
 و حالـت    است،ها معلوم      حوزه ی  ل، وقتی که اندازه    حالت اوّ  :حالت در نظر گرفته شده است     

  .ها نامعلوم است  حوزهی  که اندازهیوقتدوم، 

   معلوم هستندNab و Nb  وNa مجموع در حالتی که براورد -3
)های    چه هر یک از حوزه      این حالت، چنان  در   )a  ،( )ab    و نیز ( )b   و ( )ab   عنـوان   بـه  را 

بندی    مجموع با استفاده از روش طبقه      براورد در نظر بگیریم،     (post strata) طبقات پسین 
 :صورت زیر خواهد بود ه بهدگیری تصادفی سا  نمونهی ن شیوهپسین و نیز در نظر گرفت

  ,( ) bbabababaaH yNyqypNyNY +′′+′+=ˆ  )2(  
  :ست از اکه واریانس آن عبارت

.( ) ( ) ( ) ( ) ( )bbababababaaH yNyqNypNyNY varvarvarvarˆvar +′′+′+=  
و نیز آگـاهی از ایـن نکتـه         )  متناهی ی ضریب تصحیح جامعه   (FPCنظر کردن از      با صرف 

 مجمـوع در  گـر براورد، بـا واریـانس   بنـدی پـسین      مجمـوع در طبقـه     گربراوردکه واریانس   
  :بندی با تخصیص متناسب تقریباً یکسان است، خواهیم داشت گیری طبقه نمونه

,( ) ( ){ } ( ){ }βσβσασασ abb
B
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A
H q

n
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n
NY +−++−=ˆvar  )3(  

2 ،که در آن  
aσ 2و

bσ 2 و
abσ  ،یهـا   واریـانس جامعـه بـرای حـوزه       ب  ی ـترت به a   و b   و ab 

  زی نو هستند،

A

ab

N
N

=α  و    
B

ab

N
N

=β  

 B و  A  چـارچوب  ی  مـشترک بـه انـدازه      ی  حـوزه  ی  نسبت انـدازه   ی دهنده  نشانترتیب   به
  .باشند یم



 ماریا رهبر  6

 ........................................ 1-13، صص 1384، تابستان 2ی  ، شماره16سال مطالب آماری،  ه  گزید.........................................

  ی  تابع خطی سادهصورت با در نظر گرفتن عامل هزینه به
  ,BBAA ncncc +=  )4(  

. شـود    می مینیمم) 4( است، با توجه به محدودیت       Bn و   An  و pبعی از    که تا  )3( ی رابطه
 زیـر بـه      ی ، معادلـه  pی با استفاده از ضرایب نامعین لاگرانژ برای پیدا کردن مقدار بهینـه           

  :آید دست می

 ( )
( ) βσβσ
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  :ست از اگیری بهینه عبارت مین ترتیب، کسر نمونهو به ه

  
( )( )
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  )6(  

گیـری     مـشتق  q و   p را نسبت به     )3(ی    رابطهن  یطرف مجموع،   براورد ی  برای ارائه  ]4[ لوند  
  :و روابط زیر را به دست آوردرد ک

  
BA

A
opt nn

np
βα

α
+

    و   =
BA

B
opt nn

nq
βα

β
+

=  )7(  

 امیـد ریاضـی    نـسبت ست از ات، عبارpی شود که مقدار بهینه  ملاحظه می ،به این ترتیب  
abn′     به امید ریاضی abab nn های هارتلی، بـدون توجـه بـه تـصادفی              اساس استدلال . ′+′′

abn و   ′abnکه لوند، تصادفی بودن       در حالی  ؛هاست   درون حوزه  Bn و   Anبودن توزیع      را ′′
 ، شرطی کردن  ی  با استفاده از قضیه    توان   می را) 3(ی    رابطه. اساس کار خود قرار داده است     

  : زیر نوشتصورت به
  ,( ) ( ){ } ( ){ }abababab nnYEnnYEY ′′′+′′′= ,ˆvar,ˆvarˆvar  )8(  

) که شرط  )abab nn ′′′⋅  ab ی  در حـوزه آمـده   دسـت   بـه  واقعـی    ی  تعداد نمونه  ی نندهک ، بیان ,
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،  رابطـه  راسـت  طـرف  دوم ی  لـذا مقـدار جملـه      ؛ است Y گری نااریب برای  براورد Ŷ. است
  : خواهیم داشتFPC نظر کردن از مجدداً با صرف. معادل صفر است

.( ) ( ) b
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NnnY σσσσ +
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′
+=′′′ ,ˆvar  )9(  

  : عبارت است ازp ی ، مقدار بهینهp نسبت به)9( ی   کردن رابطهمینیممبا 

  .
abab

ab
opt nn

np
′′+′

′
=  )10(  

هـای   کسری است مبتنـی بـر نمونـه   ، pی شود که مقدار بهینه  ملاحظه می،به این ترتیب 
لونـد بـا    . انـد    قـرار گرفتـه    ab مـشترک    ی  که در حـوزه    B و   Aدو چارچوب    از   شده  انتخاب

 زیـر را بـرای      گـر براورد،  )2( ی  در رابطـه   )10( ی  از رابطـه   آمـده   دسـت   به optpجایگذاری  
  :درکمجموع ارائه 

  ,bbababaaL yNyNyNY ++=ˆ  )11(  
  ،که در آن

.
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abababab
ab nn

ynyny
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 هارتلی اسـت کـه در آن        گربراورد لوند، همان    گربراورد هک شود  لاحظه می با کمی دقت، م   
 عبـارت   یـاد شـده    گـر براوردواریانس  . استقرار گرفته   ها     آن ی ، مقدار بهینه  q و p جای هب

  است از
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αβσα −+
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+−=ˆvar  )12(  

)ه  شـود کـه همـوار       نتیجـه مـی   )  12(و  ) 3(روابط   ی  مقایسه از ) ( )LH YY ˆvarˆvar  لـذا   .≤
  . هارتلی استگربراوردکاراتر از   لوند،گربراورد
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  نامعلوم باشند Nab و Nb  وNa مجموع در حالتی که براورد -4
هـای معمـول در        از فرمـول   ]3[  نامعلوم باشند، هـارتلی    abN و bN  و aNدر حالتی که    

بنـا بـر    .  در هر یک از طبقات استفاده کرده است        U  برای متغیر  شده  بندی  گیری طبقه   نمونه
YUگربراورد، این    عبارت است از=

  ,{ } { }abb
B

B
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A
H yqy

n
Nypy

n
NY ′′++′+=ˆ  )13(  

  که واریانس آن برابر است با

  
( ) ( ) ( )( ){ }

( ) ( )( ){ }abbabB
B
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YqYq
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YpYp
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−−++−+
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βββσσβ
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  )14(  

 abNو   bN و aN شـروع بـرای حـالتی کـه          ی طه نق عنوان  بهرا  ) 11( گربراورداما لوند،   
ها نـامعلوم اسـت، بـا اسـتفاده از            ی حوزه   که اندازه    جا از آن . ند، در نظر گرفته است    ا  نامعلوم
  لذا از. شود  میبراوردها   آن ی ، اندازهBNو  ANمعلوم  نمونه و مقادیر ی اندازه





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nN  و    

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  و از ،bN و aN نااریب برای یگرهایبراورد عنوان به



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


 ′′
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B n
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 و  wهـای     بـا اختـصاص وزن    . شـود   استفاده می  abNگرهایی نااریب برای    براوردعنوان    به
w−       11( ی گرهـای فـوق در رابطـه      براورد اخیر و جایگذاری     گربراورد به هر یک از دو( ،

  :آید  به دست می نااریب برای مجموعگربراورد
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واریـانس  .  مشترک است  ی  از حوزه  شده   واحدهای انتخاب  ی همه میانگین   aby ،که در آن  
   فوق عبارت است ازگربراورد

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
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  )16(  

 aN کـه  باشـند   ی م تی افزایش واریانس در حال    ی دهنده  نشانراست،   آخر سمت  ی دو جمله 
  .اند نامعلوم abN و bNو

 )4( ی  بـه تـابع هزینـه       نـسبت  دبای ـ BN و An  و wعنوان تابعی از       به )16(  ی رابطه
  ،به این ترتیب.  شودمینیمم

  ,

( ) ( ) ( )
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 یعنـی   ؛ اسـتفاده شـود    optw بـراورد ند، بایـد از     ا  نامعلوم abN و bN و aNاما چون عملاً    
بـدین  . شـود   یم ـشـان اسـتفاده      هـای براورداز   abY و   ،aN، bN، abN  ،aY  ،bYجای   هب

  ،ترتیب

  .
( )
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
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توان ثابت       همچنین می  .تر است    توسط لوند از لحاظ محاسباتی ساده      شده   ارائه گربراورد
 پیـشنهاد شـده توسـط       گـر براورد کارایی   ازتر    ، همواره بزرگ  )15( گروردابر که کارایی    ردک
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  . است آن باا برابری، هارتلی
 ]2[  کـه توسـط فـولر و بورمایـستر        پردازیم    می دیگری برای مجموع     گربراوردحال به   
 . ارائه شده است   گربراورد یک   abNمجموع، ابتدا برای     براورد منظور  به.  است پیشنهاد شده 

  : است زیرصورت  بهردک پیشنهاد abNگری که هارتلی برای براورد

  
B

Bab
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Aab
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Nnq
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NnpN
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=ˆ  )19(  

  با واریانس
  ,( ) ( ) ( )abBabAHab nfqnfpN ′′+′= −− varvarˆvar ,  )20(  

 و  ′abnو  هـستند،    B  و A یهـا   گیری در چارچوب     نمونه  کسرهای ،ترتیب  به Bf و   Afکه  
abn   که  جا  از آن.، متغیرهای تصادفی با توزیع فوق هندسی′′
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  :میدار
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 زیر برای    ی  و ساده کردن آن، مقدار بهینه      p نسبت به    )21( ی ن رابطه یطرفگیری    با مشتق 
pآید  به دست می:  

  ,
AaBBBA

BbA
opt gNngNn

gNnp
+

=  )22(  

  که در آن
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−
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nNg   و   
−
−
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B

BB
B N

nNg  

  :ست از ا عبارتabN̂ ی ، واریانس بهینه)20( ی  رابطه درoptpبا جایگذاری 

  .( )
AaBBbA

BAbaab
Habopt gNngNn

ggNNNN
+

=,
ˆvar  )23(  

 زیر به دسـت     صورت  به abN̂ درجه دومی از      ی  معادله ،)19( در   )22( ی با جایگذاری رابطه  
  :آید می

  [ ] [ ]
[ ] ,ˆ

ˆ

,

,

ο=′′+′++−

′′+′++

sabABabBAabAABBBA

BAAabBabsabABBA

NgNngNngNngNn

NNgngnNgngn  )24(  

 مینـیمم  ازر ت  آن نیز همواره بزرگ ی ترین ریشه    و بزرگ  اند  های آن همواره حقیقی     که ریشه 
AN   و BN ـ ی ترین ریشه نیز همـواره در فاصـله         کوچک.  است ا برابر با آن   ی   صـفر و    نی ب

 abN بـراورد عنـوان     ترین ریشه را به     ، کوچک بنا بر این  . گیرد   قرار می  BN و   AN مینیمم
 اخیـر، همـواره در      گربراورد بر خلاف    )19( گربراوردذکر است که    ان  یشا. گیریم  در نظر می  

 در  abN̂ بزرگ برای    ی خواص نمونه . گیرد   قرار نمی  abN مقادیر قابل قبول برای      ی دامنه
  . زیر ارائه شده استی قضیه

sabNگرهـای   براوردی     نشان دادند که دنبالـه     ]2[  ستریفولر و بورما   ,
 در  شـده   ، تعریـف  ˆ

  :کند  در روابط زیر صدق می،)24 (ی رابطه

( ) ( )

( ) .ˆ

,ˆvar

,

,







+=
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ggNNNN

absab

AaBBbA

BAbaab
sab

   

sabN واریانس ،بنا بر این   ,
 در آن از  اسـت کـه   )19( خطـی    گـر براورد همان واریانس حدی     ˆ

)منظور از   . ه شده است  دهای بهینه استفا    وزن )1o  وقتی که  →x ست از تابعی    ا ، عبارت
) مانند xاز  )xgبا شرط   
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.( )
ο=

−→ x
xg

x
lim  

  هک دانیم می. پردازیم  برای مجموع جامعه میگربراوردحال به توضیح 
.( ) abababaa YnnnnyE =′′′ ,,,  

sabN استفاده از شرط به ,
  :شود  زیر برای مجموع در نظر گرفته میگربراورد، abNجای  ه بˆ

  ,( ) ( ) bsabBsabsabasabAs yNNyNyNNY ,,,.
ˆˆˆˆ −++−=  )25(  

  که در آن
( ) ababsab ywywy ′′−+′=,  

  و
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fnfn
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=  

w واریانس هکده است ای انتخاب ش گونه به saby   . کندمینیمم را ,
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( ) .∑
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S  

 ـ بهینـه ارا   یwگری برای   براوردعنوان     که لوند به   )18( ی  در رابطه  آمده  دست  به ŵاگر   ه ئ
 بـه دسـت   sŶگـری مـشابه   براورد شـود،   قـرار داده  )25( ی  در رابطه  sŶیجا ، به کرده بود 

)ی    از رتبه   آن آید، با این تفاوت که اریبی       می )no براوردگر لونـد،    که اریبی   در حالی  ؛ است 
( )o گربراورد ،علاوه  به. بود abY    که در sŶ          گیـری بـدون       به کـار رفتـه اسـت، در نمونـه

اده  مـورد اسـتف    ))15( ی رابطـه  (LŶ که در    باشد  می  abY گربراورد  آن ی، کاراتر از  رجایگذا
 از لحـاظ     بـزرگ،  هـای   گیـری    در نمونه  )25( ی همچنین فرم خطی رابطه   . قرار گرفته است  
  .تر است محاسباتی ساده

 لونـد   گـر براوردها نـامعلوم باشـد، اسـتفاده از            حوزه ی بدین ترتیب در حالتی که اندازه     
ط فـولر و     توس ـ شـده   ئـه  ارا گـر براورد خود،   ی نوبهو به     دارد، برتری هارتلی   گربراوردنسبت به   

  . لوند، ارجح استگربراوردنسبت به بالا،  در شده هئبه دلایل ارا بورمایستر بنا

 ها مرجع
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